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Resume 

Soit g = n~ © f) ® n + une algebre de Kac-Moody symetrisable. Soit B(oo) le cristal de 
Kashiwara de U q (n~), soit A un poids dominant, soit T\ = {t\} le cristal a un element de 
poids A, et soit B(X) C B(oo) Cg> T\ le cristal de la representation integrable de plus haut 
poids A. Nous calculons les parametres en cordes descendants d'un element b®t\ de B(\) 
en fonction des parametres de Lusztig de b. 

1 Enonce du resultat 

Soit g une algebre de Kac-Moody symetrisable. Elle vient avec la decomposition triangulaire 
= n~ © f) ® n + , la famille (ai, ...,a n ) des racines simples, la famille (a\, ...,a^) des cora- 
cines simples, et le groupe de Weyl W engendre par les reflexions simples s±, s n . Soit P + 
l'ensemble des poids entiers dominants. 

A chaque A 6 P + correspond une representation irreductible integrable L(X) de g. Le choix 
d'un vecteur de plus haut poids v\ donne lieu a une surjection X \— > X ■ v\ de ^7(n~) sur L(\). 
La combinatoire de cette situation est regie par les cristaux de Kashiwara [6] : le cristal -B(A) 
de L(X) est un sous-cristal de B(oo) <S> T\, ou B(oo) est le cristal de U q (n~) et T\ = {t\} est 
le cristal a un element de poids A. Le cristal -B(A) etant normal, nous avons 

<Pi(b ® t x ) = max{n € N | ® t x ) G B(X)} 
pour tout % G {1, n} et tout b<g>t\ € B(X). 

Le cristal B(oo) est muni d'une involution * (voir [6], §8.3), ce qui permet de definir des 
operateurs e* = *ei*. Dans [11], Saito definit une bijection 

ai : {b € B{oo) \ e l (b) = 0} {b € B(oo) \ e l {b*) = 0} 

par ai(b) = ff l<yb ^e* m!ix b. Prolongeons <7j a B(oo) en posant <7j(6) = <Tj(ef iax 6) pour tout 
b G B(oo). 



Theoreme 1 Soit A € P + , soit (s^, . . . ,Si e ) une decomposition reduite dans W, et soit b € 
B(oo) tel que b®t\ £ -B(A). Definissons par recurrence des elements b$, b^ de B(oo) et des 
entiers c\, eg par 

bo = b, c k = 9?; fc (6fc-i ® t\), b k ®t x = /^ fe (&fe-i ® t x ), 

pour tout k E {1, . . . , £}. Posons enfin d k = {atY , Si k _ 1 ■ ■ ■ s^A). Alors 

a ie ...a h b = e*f e ■■■e*? 1 b i . (1) 

Le cas particulier I = 1 de ce resultat est du a Muthiah et Tingley ([10], proposition 2.2). 

Plagons-nous sous les hypotheses du theoreme 1. Prenant k € {1, . . . ,£}, ecrivant (1) pour la 
decomposition reduite (sj 1; . . . , Si k ), et egalant les poids des deux membres, nous trouvons 

s h ■ ■ ■ s ik wt(a ik ■ ■ ■ a^b) + A = s h ■ ■ ■ s ik wt(b k <8> tx)- (2) 

Notant n\, ng les entiers solutions du systeme d'equations 

k 

s h ■ ■ ■ s ik wt(<7 ifc • • • a h b) - wt(6) = y]n p g fa ■ ■ ■ s ip _ 1 a ij) , 

P =i 

pour fce {1,...,!}, nous obtenons alors 

nfc = -c k - (a^ k ,wt(b k ® t x )). (3) 

Supposons qu'en outre q soit de dimension finie, et prenons pour (s^, . . . , s^) une decomposi- 
tion reduite de l'element le plus long de W. II suit alors de [11] que les entiers n-y, sont les 
parametres de Lusztig de b relativement a cette decomposition reduite (voir par exemple [2], §3 
pour cette notion). Dans ces conditions, la formule (3) est equivalente a la relation decouverte 
par Morier-Genoud [9] entre les parametres de Lusztig de b et les parametres en cordes de b', 
ou b' (g> t x est l'image de b (g> t x par l'involution de Schiitzenberger de B(X). 

Toujours dans le cas ou q est de dimension finie, l'egalite (2) reflete la possibilite d'exprimer les 
sommets du polytope de Mirkovic-Vilonen de b<£)t x de deux facons differentes : soit en termes 
de reflexions de Saito, autrement dit en termes de parametres de Lusztig, soit en termes de la 
structure de cristal de B(X) (voir [4], §6). La principale motivation du present travail reside 
dans la possibilite d'etendre partiellement ce resultat au cas ou Q est une algebre de Kac-Moody 
symetrisable. 
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2 Demonstration 



Ramenons-nous au cas d'une matrice de Cartan symetrique grace a la methode de repliement 
du diagramme de Dynkin (voir par exemple [7], §5). Soit A la C-algebre preprojective completee 
construite sur le graphe de Dynkin de g. En vecteur-dimension v, les structures de A-module 
sont les points d'une variete affine A(i/), appelee variete nilpotente de Lusztig. Les composantes 
irreductibles de ces varietes sont indexees par B(oo) (voir [8], theoreme 5.3.1) : a un element 
b G B(oo) de poids — v est associee une composante irreductible A& de A(u). Cette bijection 
permet de lire les operations de cristal de -B(oo) en termes d'operations algebriques sur les 
A-modules. Le theoreme 1 se trouve alors etre la traduction du theoreme 4 ci-dessous. 

Pour i G {l,...,n}, notons Si le A-module simple de vecteur-dimension a% et Ii l'annulateur 
de Si. Nous definissons le i-socle socj M (respectivement, la i-tete hdj M) d'un A-module M 
comme etant le plus grand sous-module (respectivement, quotient) de M isomorphe a une 
somme directe de copies de Si. Alors socj M = Hom A (A/ij, M) et hdj M = (A/if) ® A M. 

Si (s^, . . . , Si t ) est une decomposition reduite dans W, alors le A-bimodule Ii l <8>a ■ ■ ■ ®A Ii e 
est isomorphe a l'ideal produit 1^ ■ • ■ Ii e (voir [3]). Ce dernier ne depend que du produit w = 
Sii • • • Si e et peut done etre designe par la notation I w . Comme I w est basculant, la theorie 
de Brenner-Butler fournit deux paires de torsion (^, et (^" w , ^ rw ) dans la categorie des 
A-modules de dimension finie, donnees par 



Le sous-module de torsion d'un A-module M de dimension finie relativement a (^w,^ w ) 
(respectivement, , ^ w )) est note M w (respectivement, M w ). 

Lemme 2 Soit w G W, soit i G {1, ■■■,n} ! et soit M un A-module de dimension finie. Suppo- 
sons que SiW > w et que Ext\(Si,M) = 0. Alors M SiW = h ® A M w . 

Preuve. Pour commencer, observons que socj M G 2? Si ([1], exemple 5.6 (i)), d'ou Ij(8>ASOCj M = 
0. Posons N = Hom\(Ii, M). Appliquant deux fois le theoreme 5.4 (i) de [1], nous obtenons 



Compte tenu de l'isomorphisme Si = A/ij, l'hypothese Ext A (S'j,M) = conduit a la suite 
exacte — > socj M — > M — > N — > 0. L'hypothese SiW > w entraine que 2T Si C £? w ([1], 
proposition 5.16), d'ou socj M G 3~ w . Nous avons ainsi une suite exacte — > socj M —> M w — > 
N w ->■ 0, d'ou nous deduisons que h (g> A M w ^ h ® A N w ^ M s * w . □ 



zr w = {T | I w ® A T = 0}, 
J7 W = {T\Ext\(I w ,T) = 0} 



3? w = {T\Tor£(I w ,T) = 0}, 
& w = {T\ Hom A (/ u ,,r) = 0}. 



M s * w I SiW ® A Eom A (I s . w , M) Ii 



® A I w <g> A Hom A (I w , N) Ii ® A N w . 
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Pour un A-module M et un mot . . . , ig), definissons les sous-modules soc^...^) M de M 
par recurrence sur k G {0, ...,£} de la facon suivante ([5], §2.4) : 

socq M = 0, soc (il) ... iifc) Mj soc( il) ... iifc _ 1 ) M = soc ife (M/ soc^...^^) M). 

Pour z G {1, ...,n}, notons Ij l'enveloppe injective de 5j. Pour A G P + , posons I A = ©[Li -^'S 
ou Aj = (aV, A). 

Lemme 3 Soit A G P + , soii w G W, e£ soii (s^ , . . . , Sj £ ) une decomposition reduite de w. Alors 
soc (h,...,i e ) I\ es t l £ P^ us grand sous-module de I\ appartenant a 3~ w et son vecteur- dimension 
est egal a A — w~ 1 \. 

Preuve. L'enonce equivaut a dire que soc^ j f ) I\ G 2? w et que Hom\(X, I\/ socr^ ^A I\) = 
pour tout module X G 3T W . Par additivite, nous pouvons done nous ramener au cas ou A est 
un poids fondamental, e'est-a-dire I\ est un module indecomposable Ij. 

Le module soc^ ^^ij est le module note I\j dans [5], §2.4, avec i = . . . ,ii). C'est un 
objet injectif de la categorie 3? w ([5], theoreme 2.8 (iii) et [1], exemple 5.15). Montrons qu'il 
contient tous les sous-modules de Ij appartenant a S? w . Soit X un tel sous-module. Alors la 
somme Y = X + soc^ m ^ Ij appartient a 3F W . Comme soC(j 1) ...j e )Ij est injectif dans JT W , 
il est un facteur direct de Y. Or tous les sous-modules non-nuls de Ij contiennent son socle 
Sj, ce qui exclut l'existence de somme directe non-triviale a l'interieur de Ij. Par consequent, 
soc (ti,...,i^) ij es ^ s °it e gal a Y tout entier, soit reduit a 0. La seconde possibility a lieu quand 
j £ ie}, mais dans ce cas X est lui aussi nul, car pour des raisons de vecteur-dimension, 

il ne peut pas contenir le socle Sj de Ij ([5], corollaire 9.3 et lemme 10.2). Done soc^...^) Ij 
contient X dans les deux cas de figure. 

Enfin, l'assertion sur le vecteur-dimension est prouvee dans [5], corollaire 9.2. □ 

Theoreme 4 Soit A G P + , soit w G W, soit (sj i; . . . , Sj») une decomposition reduite de w, 
et soit M un sous-module de dimension finie de I\. Construisons par recurrence une chaine 
Mq C Mi C • • • C Mi de sous-modules de I\ de la facon suivante : 

M = M, M fc /M fc _! = soc lfc (I A /M fe _i). 

Alors (M e ) w = soc (il) ...^) I x et M £ /(M e ) w 9* Rom A (I w ,M). 

Preuve. Des arguments classiques montrent que si / : X — > Y est un homomorphisme de 
A-modules, alors f (socfa ^ X) C soc(j lj , y Y. Appliquant ce resultat a la surjection I\ — > 
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I\/M, nous obtenons que soc/^^^^a I\ est inclus dans Mf*. La premiere egalite de l'enonce 
decoule alors du lemme 3. 

Par ailleurs, S ik € J* - '**-*/ pour tout k 6 {1, . ..,£}, d'ou (M fe _i) Si fe'" s ^ = (M fc ) s V s «« . La 
definition de entraine que soCi k (I\/Mk) = 0, autrement dit HoniA(<S'i fe , I\/Mk) = ; compte 
tenu du caractere injectif de I\, cela donne Ext A (iSj. , M^) = 0. Une utilisation repetee du 
lemme 2 conduit alors a M w = I w ®\ M^. Utilisant les relations Mg/ {Mg) w = Hom y v(/ U) , I w ®k 
M() ([1], theoreme 5.4 (ii)) et Hom\(I w , M/M w ) = 0, nous obtenons la seconde egalite de 
l'enonce. □ 

Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 1. Adoptons les notations utilisees dans 
son enonce. Soit M un point general de la composante irreductible A&. La condition b ® 
t\ € -B(A) se traduit par £i{b*) < (aq,\) pour tout i £ {l,...,n} ([6], proposition 8.2), d'ou 
dimsoCjM < dimsoCj/A. II existe done une inclusion M I\. Les modules Mfc construits 
dans l'enonce du theoreme 4 sont alors des points generaux des composantes A&. et le module 
}^om.\(I w ,M) est un point general de A^ ([1], proposition 5.24). II reste a observer que 

soc (ii,...,i fc ) I\/ soc (ii,...,i fe _ 1 ) I\ es t isomorphe a la somme directe de dj~ copies de Si k . 
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